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!"#$特征矢量和特征空间

p n维特征矢量

p n维特征空间： 的全体构成的n维空间

记为 Xn或 Rn或 W

p 特征矢量是随机矢量

'
1 2( , ,..., )nx x x x=

!

x!
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!"%$随机矢量的描述

（一）随机矢量的分布函数

（二）随机矢量的数字特征

（三）随机变量、随机矢量间的统计关系

（四）随机矢量的变换

3
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!"%$随机矢量的描述

!"#$%&'()*+,

p 随机矢量的联合概率分布函数

p 随机矢量的联合概率密度函数

p 类概率分布和类概率密度函数

1 2

1 2

 ( , ,..., ) '
      ( , ,..., )'   

n

n

X X X X
x x x x
=

=

!

!
设 为随机矢量

为确定性矢量

1 2 1 1 2 2( , ,..., ) ( , ,..., )

    ( ) ( )
n n nF x x x P X x X x X x

F x P X x

= £ £ £

= £
!! !

写为矢量形式

1 2 1 2 1 2( , ,..., ) ( ) ( , ,..., ) / ...n
n n np x x x p x F x x x x x x

D

= = ¶ ¶ ¶ ¶
!

1 2 1 2

( | ) ( | )
( | ) ( , , , | ) /

i i
n

i n i n

F x P X x
p x F x x x x x x

w w

w w

= £

= ¶ ¶ ¶ ¶

!! !

!
" "
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（二）随机矢量的数字特征
!"#$%&'!()&'#

n维随机矢量 的数学期望 定义为µ!X
!

[ ]
[ ]

[ ]

1

2[ ] ( )
nX

n

E X
E X

E X X xp x dx

E X

µ
D D

æ ö
ç ÷
ç ÷= = = =ç ÷
ç ÷ç ÷
è ø

ò
!!! ! ! !

"

其中， 的分量

1 2 1 2[ ] ( ) ( , , , )i i i i i i n n iE X x p x dx x p x x x dx dx dx Xµ
¥ ¥ ¥ D

-¥ -¥ -¥

= = = =ò ò ò! ! !

µ!
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当i=j时， 便是Xi的方差。

其中， 是随机矢量 的第i个分量与第j个分量的协方差。

（-）条件期望

!*#+,-./

[ ] ( )
i

i

i i
x

E X xp x dxw
w

µ w w
Î

= = ò
!

!! ! ! !

X
!

2 [( )( )] ( )( ) ( , )ij i i j j i i j j i j i jE X X X X x x p x x dx dxs µ µ
¥

-¥

= - - = - -ò ò
2
iis

( )2[( )( ) ] ( )( ) ( )
n

ij n n
X

E X X X X x x p x dxµ µ s
D

´
¢ ¢S = - - = - - =ò

! !! ! ! ! ! ! ! !

2
ijs

6

（二）随机矢量的数字特征
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[ ]R E XX ¢=
! !

2 ( )ij ij ii jjr s s s=

!.#/01,

由柯西-许瓦兹不等式：

可得

（0）自相关矩阵

2| |ij ii jjs s s£

1 1ijr- £ £

[ ]ij n nr ´=r

所以

相关系数矩阵定义为

2 2 2( [ ]) [ ] [ ]E VW E V E W£

 ' 'R X X R µµS = - = -
! !

! !
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（二）随机矢量的数字特征
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（1）协方差矩阵的非负定性
定义：设A为对称矩阵，对任意矢量 ， 是A的
二次型。
若对任意矢量 恒有
则称A是非负定矩阵。
若对任意的 恒有
则称A是正定矩阵。

对于正定矩阵，其各阶主子式非零（包括| A |¹0）。

Ø 协方差矩阵是非负定的。即

  ' 0x x x" ® ³S! ! !

x! 'x Ax! !

x! ' 0x Ax ³! !

0x ¹! ' 0x Ax >! !

（二）随机矢量的数字特征
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（三）随机变量、随机矢量间的统计关系

2 345

随机矢量 的第i个分量 和第j个分量 ，若有

则称它们不相关。这等价于

随机矢量 和 不相关的充要条件是互协方差矩阵

亦即

X
!

iX jX

2 [( )( )] 0,    ( )ij i i j jE X X X X i js = - - = ¹

X
!

Y
!

cov( , )X Y f=
! !

( ') [ ] [ ']E XY E X E Y=
! ! ! !

( ) [ ] [ ]i j i jE X X E X E X=
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（6）正交
随机矢量 和 若满足

则称 和 正交。

X
!

[ ] 0E X Y¢ =
! !
Y
!

X
!

Y
!

7*89:

若随机矢量 和 的联合概率密度函数满足

则称 和 独立。

X
!

Y
!

Y
!

X
!

( , ) ( ) ( )p x y p x p y=
! ! ! !

10

（三）随机变量、随机矢量间的统计关系
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不相关 正交 独立的关系

2 3/0456(01

Ø独立必不相关，反之不然

Ø两个变量或矢量服从正态分

布时不相关和独立等价

(2)不相关和正交的关系

Ø当有一个变量或矢量的期望

为零，不相关和正交等价

Ø否则没关系

2 3/0

7-89:

7;856

( ') [ ] [ ']E XY E X E Y=
! ! ! !

[ ] 0E X Y¢ =
! !

( , ) ( ) ( )p x y p x p y=
! ! ! !

11
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（四）随机矢量的变换

若它们的函数关系是一一对应的，则有

1 1 1 2 1

2 2 1 2 2

1 2

( , , , ) ( )
( , , , ) ( )

( )

( , , , ) ( )

n

n

n n n n

Y g X X X g X
Y g X X X g X

Y g X

Y g X X X g X

æ öæ ö æ ö
ç ÷ç ÷ ç ÷
ç ÷ç ÷ ç ÷= = = =ç ÷ç ÷ ç ÷
ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷è ø è ø è ø

!
"

!
! !" !

# # #
!

"

△ △

( )( ) p xp y
J

=
!

!

式中，雅可比行列式

1 1 1

1 2

2 2 2

1 2

1 2

n

n

n n n

n

g g g
x x x
g g g
x x xJ

g g g
x x x

¶ ¶ ¶
¶ ¶ ¶
¶ ¶ ¶
¶ ¶ ¶=

¶ ¶ ¶
¶ ¶ ¶

!

!

" " "

! 12
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随机矢量的线性变换

1 11 1 12 2 1 11 12 1 1

2 21 1 22 2 2 21 22 2 2

1 1 2 2 1 2

( ) ( ) /

n n n

n n n

n n n nn n n n nn n

Y a X a X a X a a a X
Y a X a X a X a a a X

Y AX

Y a X a X a X a a a X

J A

Y p y p x A

Y

+ +æ ö æ ö æ öæ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷+ +ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷= = = =
ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷
ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷

+ +è ø è ø è øè ø
=

=

! !

" "! !

# # # #

! !

" " "

"

此时，雅可比行列式：

的概率密度函数：

的均值矢量 [ ] [ ]

[( )( ) ']

                                  [( )( ) '] ' '

y x

y y y

x x x

E Y AE X A

Y E Y Y

AE X X A A A

µ µ

µ µ

µ µ

= = =

S = - -

= - - = S

" "" "

" " "" "

" "" "

：

的协方差矩阵：
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!"&$正态分布'或高斯分布(

Ø正态分布有极其广泛的实际背景, 例如测量
误差, 人的生理特征尺寸如身高、体重等 ,正常
情况下生产的产品尺寸:直径、长度、重量高度,
炮弹的弹落点的分布等, 都服从或近似服从正态
分布.
Ø另一方面,有些分布(如二项分布、泊松分布)的极
限分布是正态分布.
Ø所以,无论在实践中,还是在理论上,正态分布是概率
论中最重要的一种分布.

14
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!"#9<)*(=>

!"#;<=>?'@ABCD

一维随机变量X服从正态分布，记为X~N(µ,s2)，其概率
密度函数为

式中，µ为X的数学期望， s2为方差。

2

2

1 ( )( ) exp[ ]
22
xp x µ
sps
-

= -

2 2 2

[ ] ( )

[( ) ] ( ) ( )

E X xp x dx

E X x p x dx

µ

s µ µ

¥

-¥

¥

-¥

= =

= - = -

ò

ò

!"&$正态分布'或高斯分布(
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（2）随机矢量正态分布

正态分布随机矢量 的概率密度函数

式中， 为 的期望矢量， S为 的协方差矩阵

1 2( , , , ) 'nX X X X=
!

"

1
1 2 / 2 1/ 2

1 1( , , , ) ( ) exp[ ( ) ' ( )]
(2 ) | | 2n np x x x p x x xµ µ
p

-= = - - S -
S

! ! ! ! !
"

1 2[ ] ( [ ], [ ], , [ ]) 'nE X E X E X E Xµ = =
!!

"

X
!

2 2 2
11 12 1
2 2 2
21 22 2

2 2 2
1 2

[( )( ) ']

n

n

n n nn

E X X

s s s
s s s

µ µ

s s s

æ ö
ç ÷
ç ÷S = - - = ç ÷
ç ÷ç ÷
è ø

!

" " !" "

# # #

!

X
!

µ!
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(二)正态分布随机矢量的性质

p 分布函数完全由 和S确定

p 等概率密度点的轨迹为一超椭球面

p 对正态分布，不相关等价于独立

p 其边缘密度和条件密度仍然是正态分布

p 正态分布随机矢量的线性变换仍为正态随机矢量

p 其分量的线性组合是一正态随机变量

µ!
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高斯资料

高斯 .卡尔 ·弗雷德里希：
(1777-1855) 德国数学家和
天文学家，因其对代数、
微积分几何、或然率理论
和数字理论的贡献而为人
称道.

Carl Friedrich Gauss

18



19

19

习题

1. 试证明，多元正态随机矢量的线性变
换仍为多元正态随机矢量。

2. 试证明，对于正态分布，不相关与独
立是等价的。

3. 试证明，多元正态随机矢量X的分量
的线性组合是一正态随机变量。



20

以下为补充内容

20
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矩阵微分法基本知识

;E&'F./GHI'?'@JC

1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]'na t a t a t a t=
!

"

"KLM

（1）矢量对于数量变量的微分

设有n维矢量函数

则其对于t的导数为

1 2 ( )( ) ( )( ) [ , , , ]'nda tda t da tda t
dt dt dt dt

=
!

"
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11 1

1

( ) ( )
( )

( ) ( )

m

n nm

a t a t
A t

a t a t

æ ö
ç ÷= ç ÷
ç ÷
è ø

!

" "

!

（2）矩阵对于数量变量的微分

对于n´m矩阵函数

定义它对t的导数为

111

1

( )( )

( )

( ) ( )

m

n nm

da tda t
dt dtdA t

dt
da t da t
dt dt

æ ö
ç ÷
ç ÷

= ç ÷
ç ÷
ç ÷
è ø

!

" "

!

矩阵微分法基本知识
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一、矢量或矩阵对于数量变量的微分

2. NOPQ
( ) ( )[ ( ) ( )]d dA t dB tA t B t

dt dt dt
± = ±（1）加法

（2）数乘

（3）乘法

( )[ ( )] ( )d d dA tA t A t
dt dt dt

ll l= +

( )d dA dBAB B A
dt dt dt

= +

例：
'( ' ) 'd dx dAxx Ax Ax x

dt dt dt
= +
! !

! ! ! !

' '( ) ' 'dx dA dxAx x x A x Ax x Ax
dt dt dt

= + + = +
! !
! ! ! ! ! ! !" "

2 ' 2 'x Ax x Ax= =
! ! ! !" "

(其中A为常数矩阵)

23



24

24

2. NOPQ

当A=I时，有

2 2 2
1 2 1 1 2 2( ) 2( )n n n

d x x x x x x x x x
dt

+ + + = + + +! ! !" "

( ' ) 2 ' 2 'd x Ax x Ax x Ax
dt

= =
! ! ! ! ! !" "

2|| || 2 ' 2 'd x x x x x
dt

= =
!

! ! ! !" "

上式的数量形式为

1 1 1( )( )d d AA A A
dt dt

- - -= -R./STPQU

一、矢量或矩阵对于数量变量的微分
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二、数量函数对于矢量的微分

1. LM

则数量函数 对矢量 的导数为

1( )  

n

f
x

df x grad f f
dx

f
x

D

¶æ ö
ç ÷¶ç ÷
ç ÷= = =Ñ
ç ÷¶ç ÷
ç ÷¶è ø

!

"!

1 2( ) ( , , , )nf x f x x x=
!

"

上述导数习惯上叫做函数 f 的梯度。

1 2, ( , , , ) 'nx x x x=
!

"

x!( )f x!
设
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2. NOPQ

[ ]d df dgf g
dx dx dx

± = ±! ! !（1）加法

（2）乘法 [ ]d df dgfg g f
dx dx dx

= +! ! !

例：设

1 2

( , , , ) '
n

df f f f
dx x x x

¶ ¶ ¶
=
¶ ¶ ¶

!" 1 2(2 ,2 , ,2 ) ' 2nx x x x= =
!

"

设f 和g都是矢量 的数量函数x!

2 2 2
1 2( ) ' nf x x x x x x= = + + +

! ! !
"

2( ' ) || || 2d x x d x x
dx dx

= =
! ! !

!
! !

即

则

26

二、数量函数对于矢量的微分
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三、矢量函数对于矢量的微分

1. LM

是n维矢量 的m维矢量函数，定义

1

1 1

1

( )( )

'( )

( )( )

m

m

n n n m

a xa x
x x

da x
dx

a xa x
x x

´

¶¶æ ö
ç ÷¶ ¶ç ÷
ç ÷=
ç ÷¶¶ç ÷
ç ÷¶ ¶è ø

!!

"

! !

# #!
!!

"

1( )
( )

( )m

a x
a x

a x

æ ö
ç ÷= ç ÷
ç ÷
è ø

!

! !
"
!

x!

设函数 1 2, ( , , , ) 'nx x x x=
!

"

1 1

1

1

( ) ( )

( )
'

( ) ( )

n

m m

n m n

a x a x
x x

da x
dx

a x a x
x x

´

¶ ¶æ ö
ç ÷¶ ¶ç ÷
ç ÷=
ç ÷¶ ¶ç ÷
ç ÷¶ ¶è ø

! !

"

! !

# #!
! !

"

'( ) ( )( ) '
'

da x da x
dx dx

=
! ! ! !

! !
定义为 的雅可比

（Jacobi）矩阵

( )a x! !
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2. NOPQ

' '( ' ')d da dba b
dx dx dx

± = ±
!!!!

! ! !（1）加法

（2）数乘

（3）乘法

'( ') 'd d daa a
dx dx dx

ll l= +
!

! !
! ! !

' '( ' )d da dba b b a
dx dx dx

= +
!!! !! !

! ! !
注意：等式两端
都是n´1矢量

设 是n维矢量 的m维矢量函数，
是数量函数

( ), ( )a x b x
!! ! !

( )xl !
x!

注意：等式两端
都是n´m矩阵

28

三、矢量函数对于矢量的微分
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VW乘法公式： ' '( ' )d da dba b b a
dx dx dx

= +
!!! !! !

! ! !

设 1 2 1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]',   ( ) [ ( ), ( ), , ( )]'m ma x a x a x a x b x b x b x b x= =
!! ! ! ! ! ! ! ! !

" "

1 1( ' ) ( )m m
d da b a b a b
dx dx

= + +
!!

"! ! 1 1[ ( ) ( )]m m
d da b a b
dx dx

= + +!" "

1 1
1 1[( ) ( )]m m

m m
da dbda dbb a b a

dx dx dx dx
= + + + +!" " " "

1 1
1 1[( ) ( )]m m

m m
da dbda dbb b a a

dx dx dx dx
= + + + + +! !" " " "

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

/ / / /

/ / / /

m m

n m n m n m n m

da dx da dx b db dx db dx a

da dx da dx b db dx db dx a

æ öæ ö æ öæ ö
ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷= +ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷
ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷
è øè ø è øè ø

! !

" " " " " "

! !

' 'da dbb a
dx dx

= +
!! ! !

! !
29

三、矢量函数对于矢量的微分
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2. NOPQ

( ' )d x A A
dx

=
!

!（4）

（5）

（6）

XY：证明上述公式

( )
'
d Ax A
dx

=
!

!

( ' ) ( ')d x Ax A A x
dx

= +
! ! !

!

（7）当A是对称阵时 ( ' ) 2 ,    ( ' ) 2 '
'

d dx Ax Ax x Ax x A
dx dx

= =
! ! ! ! ! !

! !

, ( ' ) '( ' )
'
d x Ax x A A
dx

= +
! ! !

!

三、矢量函数对于矢量的微分
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SVU

1 2[ , , , ]m n mA a a a ´=
! ! !

"

证：

设

( ' )d x A A
dx

=
!

!

1 2' [ ' , ' , , ' ]mx A x a x a x a=
! ! ! ! ! ! !

"

1 1( ' ) [ ( ' ), ( ' ), , ( ' )]m
d d d dx A x a x a x a
dx dx dx dx

=
! ! ! ! ! ! !

"! ! ! !

''( ' ) i
i i i

dad dxx a a x a
dx dx dx

= + =
!!

! ! ! ! !
! ! !

1 2( ' ) [ , , , ]m
d x A a a a A
dx

= =
! ! ! !

"!

三、矢量函数对于矢量的微分
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四、矩阵微分法习题

1.证明

2 2 2
1 1 3 1 2 2 2 3 3( ) 3 2 2 6f x x x x x x x x x x= + + + + +

!

2.证明

3.设函数

4.求

' '( ' )d da dba b b a
dx dx dx

= +
!!! !! !

! ! !

',
'

dx dxI I
dx dx

= =
! !

! ! ?dx
dx

=
!

!，并求

试将其写成 的形式，并求( ) 'f x x Ax=
! ! ! ( ) / ?df x dx =! !

( ) ?
'
d Ax
dx

=
!

!

( ' ) ?
'
d x Ax
dx

=
! !

!5.求
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End


